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1 緒言

従来の連続体理論の枠組みへ，材料の寸法依存性変

形挙動を表現するために，塑性せん断ひずみの一次勾

配を導入したひずみ勾配結晶塑性理論に基づく解析が

数多く報告されている．ここでは，臨界分解せん断応

力 (CRSS)の発展式へ転位密度 ρ の寄与を考慮した次

式が用いられている．

CRSS = g( τ0 , ρ
1/2 ) (1)

ここで，τ0は初期臨界分解せん断応力とする．しかし

ながら，材料の巨視的変形挙動の一つである初期降伏

応力 σY の結晶粒径依存性，すなわち，σY ∝ d−1/2 で

知られる Hall-Petch関係が表現できないことが指摘
されてきた．そこで，CRSSの発展式に代表寸法（結
晶粒径） d の寄与項を導入する

CRSS = g( τ0 , ρ
1/2 , d , · · · ) (2)

が提案されている．例えば，離散転位論により導出さ

れた代表長さ d−1 の寄与項を修正 Bailey-Hirschの式
へ導入した CRSSの発展式(1), (2) や，初期臨界分解せ

ん断応力の項に結晶粒径の d−1/2 を考慮した構成式(3)

が提案されている．一方，GN転位の自己エネルギを
考慮したひずみ勾配塑性理論(4)が提案され，σY ∝ d−1

を報告している．

本報は，著者ら(5), (6) が行なってきた式 (1) の形式
によるひずみ勾配結晶塑性理論を導入した数値シミュ

レーションにより，単一結晶粒内に存在する転位密度

分布の不均一性を考慮した多結晶金属材料の解析を行

なうことで，巨視的な初期降伏応力の結晶粒サイズに

依存した変形挙動を検討する．

2 ひずみ勾配結晶塑性理論

既報(5), (6)と同様に，式 (1)の形式を多重すべり系に
拡張した修正 Bailey-Hirschの式(7), (8) を用いる．

g(α) = g(α)
0 + aµ̃b

∑

β

ωαβ
(
ρ

(β)
a

)1/2
(3)

ここで，g(α)
0 および ρ(α)

a はすべり系 (α)における初期
臨界分解せん断応力および蓄積転位密度，ωαβはすべ

り系に関する相互作用マトリクス，a, µおよび b̃はそ
れぞれ定数，せん断弾性定数および転位のバーガース

ベクトルの大きさを表わしている．また，式 (3)中の

蓄積転位密度 ρ(α)
a については，統計的に蓄積する転位

(SS転位)と幾何学的に必要な転位 (GN転位)のスカ
ラー和として次式のように与えている．

ρ(α)
a = ρ(α)

S +
∥∥∥ρ(α)

G

∥∥∥ (4)

なお，すべり系 (α)ごとに生成する転位密度は以下の
発展式から算出する．

ρ̇(α)
S =

1

b̃

( 1
L(α)
− 2ycρ

(α)
a

) ∣∣∣γ̇(α)
∣∣∣ (5)

ρ̇(α)
G = ρ̇(α)

G,edge + ρ̇(α)
G,screw

= − 1

b̃
s(α)

i γ̇(α)
,i +

1

b̃
ei jks(α)

j m(α)
k γ̇(α)

,i (6)

ここで，式 (5)中に現れる L(α) および yc はそれぞれ

可動転位の平均自由行程および dipole転位の消滅機
構に関連する特徴長さであり，式 (6)中の ei jk および

( · ),iはそれぞれ順列テンソルおよび i 方向の空間勾配
を示す．

式 (5)のすべり速度の発展式としては，各すべり系
(α)に対応した基準ひずみ速度 γ̇(α)

ref，臨界分解せん断

応力 τ(α)および基準分解せん断応力 g(α)より表現され

た式 (7)を用いた．また，基準分解せん断応力の発展
式はひずみ硬化係数 hαβ を用いて式 (8)で与える．

γ̇(α) = γ̇(α)
refsgn

(
τ(α)

) ∣∣∣∣∣τ(α)
/
g(α)

∣∣∣∣∣
1/κ

(7)

ġ(α) =
∑

β

hαβ
∣∣∣γ̇(β)

∣∣∣ (8)

本報でも，式 (5)中の可動転位の平均自由行程 L(α)の

発展式には，既報(5) と同様に次式で与えている．

L(α)
/
L(α)

0 =
(
ρ(α)

a

/
ρ(α)

0

)−n
(9)

ここで，L(α)
0 ，ρ

(α)
0 および n はそれぞれ転位の初期平

均運動距離，初期蓄積転位密度および材料定数を表す．

なお，式 (3)の時間微分と式 (5)ならびに Orowanの
式より，式 (8)は次式のように書き改められる．

ġ(α) =
∑

β

ωαβaµ̃b

2
√
ρ

(β)
a

( 1
L(β)
− 2ycρ

(β)
a

) ∣∣∣γ̇(β)
∣∣∣ (10)

以上から，式 (6)中に現れる塑性せん断ひずみ速度
の一次勾配に随伴した式 (10)を評価することにより，
微視構造の特徴長さに依存した巨視的変形応答の記述

を可能としている．



3 多結晶金属材料の解析モデル
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Fig. 1 Computational model for polycrystalline metals.

解析対象は図 1に示すような定型粒が規則的に配置
した多結晶金属平板とし，L×Lの正方領域に対して平
面 2 すべりモデル(9) による平面ひずみ引張解析を行

なう．なお，解析モデルの周期性を表現するため，図

示のように左右端面の x方向変位を一定，かつ x方向
節点力の総和が 0になるようにし，上下端面に一様な
変位速度 u̇/L = 10−3 [s−1]を与えた．実際の解析には
問題の対称性を考慮し，図示の 1/4領域を対象として
いる．一方，解析対象内に存在する 23結晶粒は，す
べり面方位角をランダムに与えることで初期結晶方位

データを作成する．なお，結晶粒界では変位の連続性

が保持されると仮定し，初期すべり方位の変化する境

界を結晶粒界としている．

当該領域内は，格子状に64×64のCrossed Triangles
要素で分割を行なっており，単一結晶粒内は三角形要

素単位で 1024個に分割している．
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Fig. 2 GBAZ dependent model.

本報では，結晶粒界近傍における転位密度分布に

注目した解析を行なうため，図 2 に示すような粒界
近傍で高転位密度 ρH [m−2]，結晶粒内で低転位密度
ρL [m−2]が分布している多結晶金属材料を仮定し，解
析対象とした．ここで，結晶粒界より等距離内にある

領域を高転位密度域として与えるため，結晶粒界影響

領域 (Grain Boundary Affected Zone: 以下，GBAZ
と呼ぶ)を l = 0.625 [µm]として与え，この領域内の
要素の初期転位密度を ρH としている．なお，解析に

は既報(5), (6) の材料定数を与えている．

4 解析結果

図 3に結晶粒界近傍を ρH = 1013 [m−2]，結晶粒内
を ρL = 1011 [m−2]とした場合の平均応力－平均ひず
み関係を示す．これより，結晶粒サイズに依存した初

期降伏応力の違いが確認できる．本解析と同様に，ρL，

ρH をパラメトリックに変化させた場合の結果として，

Hall-Petchの式：σY = σ0 + Kd−mより，初期転位密度

分布とHall-Petch指数 m との関係を表 1にまとめて
いる．なお，初期降伏応力 σYについては，u/L = 0.002
における応力値 σ0.2 を基準とし，図 2に示す 3種類
の結晶粒径 dに関する解析結果から σ0，K，mを算
出した．表より，(ρH, ρL) = (1011, 1010)の場合の除
いて，従来のHall-Petchの式で知られている d−1/2で

はなく，文献(1), (4)と同様に ≈ d−1に依存した変形抵抗

を示すことが分かる．
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Fig. 3 Relation between nominal stress and strain.

Table 1 Hall-Petch exponent m.

ρH , ρL [m−2] m
1013 , 1012 0.91
1013 , 1011 0.94
1013 , 1010 0.86
1012 , 1011 0.80
1012 , 1010 0.71
1011 , 1010 0.10

なお，結晶粒内の転位密度分布を変化させた場合の解

析結果については，講演会当日に報告させていただく．
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